
ة رة رة 3/ بهار 141399 اة سى و هفتم/ شمـــاة سى و هفتم/ شمـــا ة سى و هفتم/ شمـــرة سى و هفتم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

جرج الكساندر پيك (1942 ـ 1859) در شهر وين متولد 
شد، اما بيشتر زندگى علمى او در پراگ گذشت، پيك به سرعت 
دســتيارى رياضى دان ها و فيزيك دان هاى اواخر قرن نوزدهم را 
شروع كرد. از ميان آن ها ارنست ماخ و فليكس كلاين به ترتيب 

در فيزيك و رياضى شهرتى داشتند.
در سال 1892، پيك استاد دانشگاه آلمانى پراگ شد؛ جايى 
كه بعد از 20 سال، نقشى كليدى را در اعطاى مدرك استادى در 
آن دانشگاه به فيزيك دان جوانى به نام آلبرت انيشتين  ايفا كرد. 
اين اولين انتصاب تمام وقت دانشگاهى براى انيشتين بود. اين دو 
دوســتى نزديكى را كه برگرفته از شور مشترك آن ها نسبت به 

علوم و موسيقى بود، شروع كردند.
پيك روى موضوع هاى زيادى از جمله جبر، هندسه و آناليز 
كار مى كرد، اما امروزه در اصل آنچه نام او را در خاطره ها زنده نگه 
داشته، قضيه اى زيبا و شگفت انگيز به نام اوست كه در سال 1899 
به چاپ رسيد. قضية پيك در دوران زندگى او  كمتر مورد توجه 
قرار گرفت، تا اينكه در سال 1950 در يك مجله و در سال 1969 
در يك كتاب توسط هيوج استين هاوس1 به چاپ رسيد و به 

سرعت گسترش يافت.
قضيــة پيــك فرمولى ســاده براى محاســبة مســاحت 
چندضلعى هاى شــبكه اى ارائه مى دهــد؛ چندضلعى هايى كه 
رأس هاى آن ها روى نقطه هاى شبكه اى واقع اند. ابتدا نقطه هاى 

شبكه اى را بهتر بشناسيم.
به طور شهودى، اگر نقطه هايى روى خط هاى افقى يا عمودى 
واقع باشند و فاصلة هر دو نقطة متوالى روى خط افقى و عمودى 
برابر واحد باشد، چنين نقطه هايى را نقطه هاى شبكه اى مى نامند.

اشاره
با توجه به اضافه شدن قضية پيك، براى محاسبة مساحت هاى چندضلعى هاى شبكه اى،  به كتاب هندسة 

1 سال دهم نظام جديد، در اين مقاله دو هدف را دنبال كرده ايم:
1. تعريف چندضلعى هاى شبكه اى و انجام فعاليت هايى كه دانش آموزان به كمك آن ها بتوانند فرمول 
پيك را كشف كنند. اين دقيقاً در راستاى رويكرد كتاب درسى است. سپس كاربردهايى از قضيه پيك بيان 

مى شوند.
2. مطرح كردن زيباترين اثبات هاى موجود براى قضية پيك و در انتها بررسى مساحت چندضلعى هاى 

شبكه اى حفره دار. 
كليدواژه ها: نقاط شبكه اى، چندضلعى هاى شبكه اى، قضية پيك، رابطة اويلر، ناحية چندضلعى حفره دار
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به طــور دقيق تر، در دســتگاه محورهــاى مختصات عمود 
 mو n را به طورى كه (m,n) بــر هم، نقطه هايى به مختصــات
عددهاى صحيح باشــند، نقطه هاى شبكه اى مى نامند. بنابراين:

نقطه هاى شبكه  اى ناميده مى شوند. { }L (m,n) m.n z= ∈
 

اگــر i=(1،0) و j =(0،1) بردارهــاى يكة محورهاى x'ox و 

} نمايــش ديگــرى از  }L (mi nj) m.n z= + ∈ y'oy باشــند، 
نقطه هاى شبكه اى در دستگاه  محور هاى مختصات عمود بر هم 

است.

تعريف فوق را به صورت زير نيز مى توان بيان كرد.

پاره خط متوالى هم  n ≥ تعريف2: چندضلعــى اجتماع3
صفحه است، به طورى كه هر پاره خط فقط دو پاره خط ديگر را در 
دو نقطة انتهايى خودش قطع كند و هر دو پاره خط متوالى روى 

يك خط نباشند.

 n آخرين شرط فقط براى اين است كه چندضلعى بر حسب
تعداد ضلع ها كاملاً مشخص باشد. مثلاً شكل 6 يك پنج ضلعى 

A يك ضلع است. A1 3 است و شش ضلعى نيست، در واقع 

در تعريف 2، بــه كار بردن كلمة متوالى بــراى پاره خط ها 
لازم اســت. زيرا در غير اين صورت در شكل7، اجتماع دو شكل، 
يك چندضلعى محسوب مى شود. اما در تعريف 1 چنين اتفاقى 
رخ نخواهد داد، چرا؟ به بيان غيررســمى چندضلعى يك تكه يا 

يكپارچه است.
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B i j ( , )= + =3 2 3 2   ،A=i+j = (1،1)  ،2مطابــق  شــكل
نمايش نقطه هاى شــبكه اى به كمك بردارهاى يكه هســتند. 
. اكنون به كمك نقطه هاى شبكه اى به تعريف  H i= 3 همچنين: 
چندضلعى هاى شبكه اى مى پردازيم ابتدا تعريف چندضلعى را در 

صفحه يادآورى مى كنيم.

n را در نظر مى گيريم. فرض  ≥ تعريف1. عدد صحيح ثابت3
nn,A نقطة متمايز در صفحه باشند. اجتماع  ,...A ,A2 1 كنيم 
nA را در صورتى كه  A1 n  و  nA A ...A A−1 1 2 همة پاره خط هاى 
هر پاره خط فقط دو پاره خط ديگر را در نقطه هاى انتهايى خودش 
قطع كند و هر دو پاره خط كه در يك انتها مشترك اند روى يك 

خط نباشند چندضلعى مى ناميم.

nA  يك nضلعى است. A ...A
21

چندضلعى است.

چندضلعى نيست.

چندضلعى نيست.
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اكنون كه با تعريف چندضلعى آشنا شديم، چندضلعى هاى 
شبكه  اى تعريف مى كنيم.

تعريف3. هــر گاه تمام رأس هاى يــك چندضلعى روى 
نقطه هاى شبكه اى باشند. آن را چندضلعى شبكه اى مى نامند.

هر چندضلعى شبكه اى نيز يك چندضلعى است، با اين تفاوت 
كه رأس هاى آن روى نقطه هاى شبكه اى واقع اند. مجموعة همة 
نقطه هاى شبكه اى روى ضلع ها و رأس ها را «نقطه هاى مرزى يا 
كرانه اى2» چندضلعى شبكه اى مى نامند. اين مجموعه نقطه ها را 

 .b = B B مى ناميم و تعداد آن ها را به b نشان مى دهيم:
مجموعة همــه نقطه هــاى شــبكه اى درون چندضلعى 
شــبكه اى را «نقطه هاى درونى شــبكه اى»3 آن مى نامند، 
مجموعــة آن ها را به I و تعداد آن ها را به i نشــان مى دهيم. 
ABCDEFGHMNP يك 11ضلعى شبكه اى است كه در 

آن b =13 و i=3 است (شكل 8).

شكل6

شكل7

شكل2

 هــر گاه تمام رأس هاى يــك چندضلعى روى 
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ضلع هاى چندضلعى شبكه اى ممكن است علاوه بر رأس ها 
شامل نقطه يا نقطه هاى شبكه اى ديگرى نيز باشند.

كمترين  b ≥0 3 i  و ≥0 در هر چندضلعى شــبكه اى داريم: 
1 است كه يك مثلث شبكه اى 

2
مساحت چندضلعى شبكه اى برابر 

است. اين مثلث را مثلث مقدماتى يا اوليه مى نامند در شكل 9،
∆MNP مثلث هاى مقدماتى هستند. ∆EFG  و و ABC∆

قضية پيك كــه به اذعــان رياضى دان ها خود قضيــه اى زيبا و 
شــگفت انگيز است. روشى ســاده براى محاسبة مساحت چندضلعى 
شــبكه اى بر حســب تعداد نقطه هاى مرزى شــبكه اى (b) و تعداد 
نقطه هاى درونى شــبكه اى (i) ارائه مى دهد كه فرمولى ارزشمند در 
هندســة مقدماتى است. اثبات قضية پيك براى دانش آموزان ضرورى 
نيست، ولى بايد با ارائة فعاليت هايى مشابه آنچه در كتاب درسى بيان 

شده است، دانش آموزان را براى كشف فرمول راهنمايى كنيم.
اساس اين فعاليت ها را معمولاً مى توان به دو مرحله تقسيم كرد:

مرحلة 1
ابتــدا آن دســته از چندضلعى هاى  شــبكه اى را در نظر 
مى گيريم كه هيچ   نقطة درونى شبكه اى نداشته باشند؛ يعنى 
در آن هــا i=0، ســپس b را به ترتيــب 3، 4، 5، 6و... اختيار 
و مســاحت ها را محاســبه مى كنيم. اكنــون از دانش آموزان 
مى خواهيــم رابطه اى بين تعداد نقطه هاى مرزى شــبكه اى و 

مساحت چندضلعى شبكه اى كشف كنند.
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حتى مى توانيم چندضلعى هاى شــبكه اى را در نظر بگيريم 
كه شــكل  هندســى آن ها چندضلعى هاى معروف نباشند. اما 
در آن ها داشــته باشــيم: i=0 مثلاً در شــكل 17 داريم: b=9 و 

. S = −
9 1
2

S در اين حالت نيز:  = + + + + =
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شكل 8

تعريف4. مثلث شبكه اى را يك مثلث مقدماتى مى ناميم هرگاه به 
غير از رأس هاى آن شامل هيچ نقطة شبكه اى درونى و مرزى ديگرى 

نباشد.

بنابراين در هر مثلث شبكه اى مقدماتى i=0 , b= 3 ، ثابت مى شود 
1 اســت. هر مثلث شــبكه اى را مى توانيم به 

2
كه مســاحت آن برابر 

مثلث هاى مقدماتى تبديل كنيم. 

به طور كلى هر چندضلعى شــبكه اى را به كمك نقطه هاى مرزى 
و درونى شبكه اى مى توانيم به مثلث هاى مقدماتى مثلث بندى كنيم.

در شــكل 11 يك مثلث بندى چندضلعى شــبكه  اى را مشاهده 
مى كنيد. البته اين عمل ظاهراً  بديهى به نظر مى رســد، اما به اثبات 
نيــاز دارد؛ به ويژه وقتى چندضلعى محدب نباشــد. هشــت ضلعى 
ABCDEFGH به 23 مثلث مقدماتى مثلث بندى شــده است. پس 

است اين چندضلعى داراى 9 نقطة مرزى شبكه اى  23
2

مســاحت آن 

  + −
9 8 1
2 و 8 نقطة درونى شــبكه اى اســت؛ b=9 و i=8 . اگر حاصل

23 مى شود. اين اتفاقى نيست و همان فرمولى 
2

را محاسبه كنيم، برابر 
است كه به دنبالش هستيم.

قضية پيك مى تواند يك نتيجة كلاسيك 
فرمول اويلر باشد

 مثلث شبكه اى را يك مثلث مقدماتى مى ناميم هرگاه به 
غير از رأس هاى آن شامل هيچ نقطة شبكه اى درونى و مرزى ديگرى 
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اكنــون با توجه به الگوى به دســت آمــده، از دانش آموزان 
مى خواهيم كه فرمولى را براى محاســبة مساحت اين ناحيه ها 

حدس بزنند.
حدس زده مى شــود كه اگر هر چندضلعى شبكه اى هيچ  
يا به عبارت  bS = −1

2
نقطة شبكه اى درونى نداشته باشد، آن گاه؛ 

. bS = + −0 1
2

ديگر: 

مرحلة 2
b را ثابــت در نظر مى گيريم و به i مقدارهاى 0، 1، 2، 3 و 
... را مى دهيم براى سادگى محاسبه ها b =3 را انتخاب مى كنيم.

b را براى مساحت ها داريم. بايد 
−1

2
بنابر مرحلة اول، مقدار 

تعيين كنيم با تغيير i مساحت چگونه تغيير مى كند.
اكنون از دانش آموزان مى خواهيم تا رابطه اى بين مساحت 
هر مثلث و i (تعداد نقطه هاى درونى شبكه اى آن مثلث) حدس 

بزنند.

با اضافه كردن هر عدد به تعداد نقطه هاى درونى شبكه اى، 
به مســاحت آن نيز همان عدد افزوده مى شود يعنى اگر داشته 
باشيم: b=4 و مشابه قبلى: ... ، i =0 ،1 ،2 ،3 به نتيجه هاى مشابه 

مى رسيم.
در فعاليت هاى بالا توانستيم فرمولى را براى محاسبة مساحت 
چندضلعى هاى شبكه اى بر حســب تعداد نقطه هاى شبكه اى 

مرزى و درونى آن حدس بزنيم. بنابراين قضية زير را داريم:

قضية پيك: در هر چندضلعى شبكه اى اگر تعداد نقطه هاى 
مرزى شبكه اى b و تعداد نقطه هاى درونى شبكه اى آن i باشد، 

bS i= + −1
2

آنگاه مساحت آن برابر است با:

علاوه بر فعاليت هاى قبلى كه براى حدس فرمول پيك براى  
دانش آموزان مفيد است. روش ديگرى به كمك دستگاه  معادله ها 

وجود دارد كه در ادامه بررسى مى كنيم.

تحقيق در قضية پيك به كمك دستگاه 
معادلات

فعاليت1. چهار چندضلعى شبكه اى را كه تعداد نقطه هاى 
شبكه اى مرزى آن ها با هم و همچنين تعداد نقطه هاى 
شبكه اى درونى آن ها نيز برابر باشد، رسم مى كنيم در 
شكل هاى رسم شده داريم: b=4 و i=2 سعى مى كنيم 

چندضلعى هايى را انتخاب كنيم كه به كمك فرمول هاى 
قبلى، مساحت هاى آن ها محاسبه مى شوند.

شكل 17

شكل 18

بايد دانش آموزان بتوانند با به كار بردن محاسبة مساحت هاى 
مثلث ها يا مستطيل ها يا هر چهارضلعى معروف ديگر و استفاده از 
نقطه چين هاى رسم شده، مساحت هاى مثلث ها را محاسبه كنند.

در جدول 1 مشــاهده مى كنيم كه وقتى b ثابت است، به 
ازاى ... ، i=0 ،1 ،2 ،3 مساحت چگونه بر حسب i تغيير مى كند. 

بنابراين حدس زده مى شود كه، 
bS i= − +1
2

(1)

(2)

(4)

(3) (5)

جدول 1

شمارة شكل18-518-418-318-218-1

33333
b  تعداد 
نقطه هاى 

مرزى

43210
i تعداد 

نقطه هاى 
درونى

9
2

7
2

5
2

3
2

1
2

S مساحت

− +
3 1 4
2

− +
3 1 3
2

− +
3 1 2
2

− +
3 1 1
2

− +
3 1 0
2

پيدا كردن 
يك الگو 
S براى

b
− +1 4

2
b
− +1 3

2
b
− +1 2

2
b
− +1 1

2
b
− +1 0

2
bS i= − +1
2
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مثلاً در شــكل هاى 1 ـ 19، 2 ـ 19 و 3 ـ 19 كافى اســت 
فرمول مساحت مثلث و متوازى الاضلاع را به كار ببريم در شكل 
4 ـ 19 بايد مساحت سه مثلث  قائم الزاويه را از مساحت مستطيل 
كــم كنيد. مشــاهده مى كنيد كه در تمام ايــن چندضلعى ها 

مساحت هاى ناحيه هاى چندضلعى برابر 4 واحد سطح است.
چنين به نظر مى رسد كه مساحت هاى چندضلعى شبكه اى 
به تعداد نقطه هاى شــبكه اى مــرزى و درونى چندضلعى ـ در 
صورت وجودـ وابسته است. بنابراين مى خواهيم فرمولى را براى 
محاسبة مساحت چندضلعى هاى شبكه اى پيدا كنيم كه بستگى 

به b و i ، تعداد نقطه هاى مرزى و درونى شبكه اى داشته باشد.
حدس مى زنيم كه اين فرمول بايد رابطه اى بر حســب b و 
i باشــد. كلى ترين رابطه  بر حسب b و i كه از درجة اول باشند، 
 k و n، m كــه در آن، S mb ni k= + + به اين صورت اســت: 

عددهايى ثابت هستند. چگونه آن ها را تعيين  مى كنيم؟
از دانش آموزان بخواهيم كه ســه چندضلعــى را كه تعداد 
نقطه هاى مرزى و درونى شــبكه اى حداقل دوتا از آن ها متمايز 
باشند، رســم كنند؛ به طورى كه محاسبة مساحت آن ها ساده 
باشد. شكل هاى 1ـ20، 2 ـ 20 و 3 ـ 20 مى توانند يك انتخاب 

باشند.

 S mb ni k= + + اكنون عددهاى متناظر هر شكل را در رابطة 
جاى گذارى مى كنيم.

m k

m n k
m k

 = +


= + +
 + +


1 3
2

2 4
3 8

 m =
55
2 معادلــة اول را از معادلة ســوم كــم مى كنيم: 

و ســپس : k = -1 و n=1. بنابراين فرمول  m =
1
2

در نتيجــه: 

bS خواهد بود. i= + −1
2

به صورت

كاربردهايى از قضية پيك
يكى از كاربردهاى قضية پيك محاسبة مساحت شكل هاى 
نامنظم هندسى است كه آن ها را با هر تقريب دلخواه مى توانيم 
محاسبه كنيم. كافى است واحد را به هر اندازه كه لازم مى دانيم 
كوچك اختيار كنيم. مساحت برگ هاى درختان مساحت  جاى 
پاى موجودات و به طور كلى، مســاحت هر شكل مسطحى كه 
حتى شكل منظم هندسى نداشته باشد، مى تواند به كمك قضية 

پيك با هر تقريبى محاسبه شود.

bS اين اســت كه مساحت  i= + −1
2 نكتة مهم در فرمول 

يك چندضلعى شــبكه اى عددى گوياســت. اگر b زوج باشد، 
مساحت يك عدد صحيح است. پس در هر چندضلعى شبكه اى 
Sكه k عددى صحيح و نامنفى است. از  k= +

1
2

داريم: s=k يا  
اين ويژگى در حل مسئله ها مى توان استفاده كرد.

مسئلة1: مساحت هر مربع شبكه اى عددى صحيح و مثبت 
اســت. مختصات دو رأس مجاور را (a،b) و (c،d) فرض كرده و 

مساحت را محاسبه كنيد.
مســئلة2: هيچ مثلث متســاوى الاضلاعى وجود ندارد كه 

مختصات تمام رأس هاى آن عددهاى صحيح باشند.
mS اما =

2 3
4

اگــر اندازة هر ضلع آن m باشــد، داريم:   
 m (a c) (b d)= − + −2 2 2

گويا باشد  m2 3
4

و صحيح است. S نيز گويا است. پس بايد
كه امكان ندارد.

هر گاه فقط مساحت مثلث يا هر چندضلعى را داشته باشيم، 
معمولاً بى شــمار جواب براى مسئله وجود دارد. براى مثال، اگر 
 ah = 24 ah يا 

=12
2

مساحت مثلثى برابر 12 باشــد، آن گاه:
حــال مى توانيم بى شــمار عــدد مثبت a و h پيــدا كنيم كه 
 h براى هر مقدار مثبت a

h
=

24 حاصل ضرب آن ها 24 باشد. از
مقدار مثبتى براى a به دست مى آيد.

بنابراين بــراى هر عدد حقيقى مثبت x، بى شــمار جواب 
براى مسئله وجود دارد كه مســاحت آن ها برابر x باشد. اما در 
چندضلعى هاى شبكه اى اين گونه نيست. چنانچه توضيح داديم، 
مساحت هر چندضلعى شبكه اى يا عدد صحيح k است يا عدد 

(1) (2)
(3)

جدول 2
شكل 3 ـ 20شكل 2 ـ 20شكل 1 ـ 20

b348
i010

s
1
22 3

شكل 20

(1) (2) (4)

(3)

شكل 19
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كه k عددى صحيح و نامنفى اســت. در موارد  k + 1
2

گويــاى  
زيادى مى توان تعداد چندضلعى هاى شــبكه اى را كه مساحت 

آن ها معلوم است، مشخص كرد فعاليت 2 را در نظر مى گيريم.

فعاليت2. آيا يك چندضلعى شبكه اى وجود دارد كه مساحت 
7 باشد؟

3 آن برابر 
آيا عدد صحيح k به گونه اى وجود دارد كه داشــته باشيم:
. نشــان دهيد هيچ دو عــدد b و i وجود ندارند كه  k + =

1 7
2 3

b. اگر مســاحت يك چندضلعى  i+ =
202
3
b يا :  i+ − =

71
2 3

 :

باشد. چگونه i و b  (تعداد نقطه هاى شبكه اى 
5
2 شبكه اى برابر 

درونــى و مرزى) آن را مشــخص مى كنيد؟ بايد i و  b را چنان 
b اســت  i+ =2 7 كه  معادل  b i+ − =

51
2 2

تعيين كنيد كه : 
.( i ≥0 b و  ≥ 3 )

  b=4 اگر . i=2 :برابر 3 اســت كه از آن داريم b اولين مقدار
آيــا جوابى براى i وجود دارد؟ اگر b=5 آن گاه: i=1 و بالاخره اگر 

 . i=0 :آن گاه ،b =7
آيا جــواب ديگرى براى b و i وجــود دارد؟ چرا؟ اكنون با 
توجه بــه مقدارهاى b و i چندضلعى هاى متناظرى براى آن ها 

رسم كنيد.

)b , i
)b , i
)b , i

= =
= =
= =

1 3 2
2 5 1
3 7 0

بايد دانش آموزان را ترغيب كرد كه قبل از مشاهدة پاسخ هاى 
زير سعى كنند نمونه هايى را رسم كنند.

در مرحله هاى قبلى سعى كرديم با توجه به مثال هاى شهودى 
فرمــول پيك را حدس بزنيم. در هيچ كدام از مراحل قبلى هنوز 
چيزى را ثابت نكرده ايم. اكنون در ادامه سعى مى كنيم اثبات هايى 
را بــراى قضية پيك بيان كنيم. اولين اثبات هر چند كه طولانى 
اســت، اما به اين دليل اهميت دارد كه طى مرحله هاى متفاوت 
انجام مى شود و هر مرحله خود مى تواند از نظر آموزشى مهم باشد.

دومين اثبات كه اثباتى از قضية پيك اســت، توسط. مانيا 
رامان و دنيل اهمان بيان شده است. اين اثبات مبتنى بر اندازة 

زاويه هاى درونى مثلث و زاويه هاى جهت دار است. 
سومين اثبات به كمك «رابطة اويلر» انجام مى شود و نشان 
مى دهد، قضية پيك مى تواند نتيجه اى از رابطة اويلر در گراف هاى 

همبند و مسطح  باشد.

اثبات هاى متفاوت براى قضية پيك
اثبات1.

در اين اثبات ابتدا آن را براى مستطيل و سپس براى مثلث 
در حالت هاى متفاوت ثابت مى كنيم و حالت كلى را كه در مورد 

هر چندضلعى شبكه اى وجود دارد، از آن نتيجه مى گيريم.
الف) فرض كنيم يك مســتطيل شبكه اى داشته باشيم كه 
ضلع هــاى آن افقى و عمودى باشــند. اندازه هاى دو ضلع آن را 
عددهاى طبيعى m و n در نظر مى گيريم. دانش آموزان را ترغيب 
مى كنيم با استفاده از عددهاى m و n تعداد نقطه هاى شبكه اى 

مرزى و درونى اين مستطيل را محاسبه كنند.
وقتى اندازة يك ضلع عدد طبيعى n اســت. روى آن چند 

نقطة شبكه اى وجود دارد؟ چرا؟
(1)

(2)

(2)

(3)

(3)

(3)

شكل 21
شكل 22

m

n

طبق فرمول هاى قبلى در مورد مساحت مستطيل، مساحت 
اين مستطيل شبكه اى S =mn اســت. اكنون از دانش آموزان 
مى خواهيم كه قضية پيك را براى محاسبة مساحت اين مستطيل 

شبكه اى به كار ببرند.

قضية پيك فرمولى ساده براى محاسبة 
مساحت چندضلعى هاى شبكه اى ارائه مى دهد؛ 

چندضلعى هايى كه رأس هاى آن ها روى 
نقطه هاى شبكه اى واقع اند. ابتدا نقطه هاى 

شبكه اى را بهتر بشناسيم
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ابتدا از دانش آموزان مى خواهيم تعداد نقطه هاى شــبكه اى 
مرزى و درونى را بشمارند. در اين مورد حتماً بايد به دانش آموزان 
وقت داده شــود تا آن ها را محاسبه كنند. ممكن است هر فردى 

به روشى آن را پيدا كند. يك روش مى تواند به صورت زير باشد:
بــراى تعيين تعداد نقطه هاى شــبكه اى مــرزى با انتخاب 
يك گوشة مستطيل به عنوان نقطة شــروع و حركت در جهت 

ساعت گرد يا پادساعت گرد، آن ها را مى شماريم.
از هر گوشــه كه شــروع كنيم، وقتى اندازة يك ضلع عدد 
طبيعى n است، آن ضلع شامل n+1 نقطة شبكه اى است. پس 
وقتى از يك گوشه شــروع مى كنيم و روى يك ضلع نقطه هاى 
شبكه اى را مى شماريم.  آخرين نقطه روى آن ضلع را كه يك رأس 
است و روى ضلع ديگر نيز قرار دارد. براى ضلع بعدى به حساب 
مى آوريم و به همين ترتيب ادامه مى دهيم. توجه داشته باشيد كه 
از روش هاى متفاوتى مى توانيد استفاده كنيد. در هر صورت پاسخ 

آن b=2(m+n) است. 
تعيين تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى ساده تر است.

i (m )(n ) mn n m= − − = − − +1 1 چرا؟   1
در يك مستطيل شبكه اى كه ضلع ها افقى و قائم هستند، 

داريم:

b bS m n m n m n m n i i= = − − + + + − = + − = + −1 1 1 1
2 بنابراين قضيه پيك در مورد مستطيل ثابت شد. در قسمت 2

بعدى آن را ابتدا براى مثلث  قائم الزاويه اى كه ضلع هاى زاوية قائمة 
آن افقى و عمودى باشــند، و سپس براى هر مثلث دلخواه ثابت 

مى كنيم.
ب) يك مثلث قائم الزاوية شــبكه اى را در نظر مى گيريم كه 

ضلع هاى زاوية قائمه آن افقى و عمودى هستند.
مطابق شكل 23، روى اين مثلث يك مستطيل بنا مى كنيم 
كه وتر مثلث قائم الزاويه يك قطر آن باشد. سعى مى كنيم مساحت 
اين مثلث شبكه اى را به كمك مساحت مستطيل شبكه اى ساخته 

شده محاسبه كنيم.
اگر تعداد نقطه هاى شــبكه اى روى وتــر به جز نقطه هاى 
دو ســر وتــر را k فــرض كنيــم. آن گاه در اين مثلــث داريم: 

. چرا؟ b m n k= + + +1
 تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى اين مثلث را چگونه 

محاسبه كنيم؟

تعداد  نقطه هاى شبكه اى چه ناحيه اى  (m )(n ) k− − −1 1
را نشان مى دهد؟

آيا مى توان گفت در اين مثلث، اگر i تعداد نقطه هاى شبكه اى 

(m )(n ) ki − − −
=

1 1
2

درونى باشد، آن گاه: 
بنابراين:    

b m n k (m )(n ) k mni + + + + − − −
+ − = − =

1 1 11 1
2 2 2

در نتيجه قضية پيك براى هر مثلث قائم الزاوية شبكه  اى كه 
ضلع هاى زاوية قائمه آن عمودى و افقى باشند، برقرار است.

اكنون قضيه را براى هر مثلث دلخواه شبكه اى ادامه مى دهيم. 
در اساس بايد سه حالت در نظر گرفته شوند:

حالت اول: دو ضلع مثلث عمودى و افقى هســتند كه در 
نتيجه مثلث قائم الزاويه است و آن را ثابت كرديم.

حالت دوم: فقط يك ضلع مثلث افقى يا قائم است.
حالت سوم: هيچ ضلع مثلث افقى يا قائم نيست.

در تمام اين حالت ها يك مستطيل شبكه اى روى مثلث بنا 
مى كنيم كه رأس هاى مثلث روى اين مســتطيل واقع باشند، و 
ضلع هاى مستطيل شبكه اى عمودى و افقى باشند. در شكل  24 

آن ها را مشاهده مى كنيد.

شكل 23

شكل 24

m

n

B

A

D

R A

B
R

C

D

واضح است كه در هر دو حالت داريم:
A R B C DS S (S S S ) ( )= − + + 1

كه SR  مساحت مستطیل بزرگ است.
قســمت اساســى پيداكردن رابطه اى بين تعداد نقطه هاى 
شبكه اى مرزى و درونى مثلث ها و مستطيل  ساخته شده است. 
البته در حالت دوم ناحية B يك ناحية مســتطيلى اســت و در 

اثبات ها اهميتى ندارد.

پيك روى موضوع هاى زيادى از جمله جبر، 
هندسه و آناليز كار مى كرد، اما امروزه در اصل 

آنچه نام او را در خاطره ها زنده نگه داشته، 
قضيه اى زيبا و شگفت انگيز به نام اوست كه در 

سال 1899 به چاپ رسيد
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در تمام حالت ها چه رابطه اى بين نقطه هاى شبكه اى 
مرزى ناحيه ها وجود دارد؟

آيا مى توان گفت مجموع تعداد نقطه هاى شــبكه اى مرزى 
مستطيل R  و مثلث A برابر مجموع تعداد نقطه هاى شبكه اى 

مرزى سه ناحية B، Cو D است؟ چرا؟ بنابراين: 
A B C D Rb b b b b ( )= + + − 2

رابطة بين نقطه هاى شــبكه اى درونى اين ناحيه ها 
چگونه است؟

در شمردن نقطه هاى شبكه اى درونى بايد به اين نكته توجه 
داشته باشيم. نقطه هاى شبكه اى مرزى مثلث A به جز نقطه هاى 
سه رأس آن، نقطه هاى درونى شبكه اى مستطيل R نيز محسوب 

مى شوند. بنابراين رابطة زير را داريم:
A B C D A Ri i i i (b ) i+ + + + − =3

در نتيجه: 
R A A B C Di i b (i i i )− − = + + − 3          (3)

اكنون قضيه پيك براى همة ناحيه هاى B، C، D و R برقرار 
اســت. مى خواهيم آن را براى ناحية A ثابت كنيم. از (1)، (2) و 

(3) داريم: 
A R B C D

B C DR
R B C D

R A R A
R R A A

s s (s s s )
b b bb i i i i

b b b bi i b i

= − + +

+ + = + − − + + + − 
 

+ = + − − + − = + − 
 

1 3
2 2

1 1
2 2 2

تذكر: در حالتى كه ناحية مثلثى A مطابق شكل 25 باشد، 
يعنى مثلث يك زاوية منفرجه داشته باشد. اثبات مانند حالت هاى 
قبلى است؛ با اين تفاوت كه ناحية مستطيلى E را نيز داريم كه 
قبلاً در مورد مستطيل شبكه اى قضيه ثابت شده است در نتيجه: 

A R B C D Es s (s s s s )= − + + +

فقط كافى اســت نشــان دهيم كه قضية پيــك براى دو 
چندضلعى جمع پذير اســت. به اين معنى كه اگر دو چندضلعى 
P1 و P2 فقط در يك ضلع مشترك باشند و هيچ نقطة مشترك 
ديگرى نداشــته باشند و قضيه پيك براى P1 و P2  برقرار باشد، 

P نيز برقرار است. P P= ∪1 2 آن گاه براى 

A
B C

D E

P2

P
P1

شكل 25

بنابراين قضية پيك براى هر مثلث  شــبكه اى دلخواه  ثابت 
شد. اكنون به استقرا مى توان نشان داد كه قضية پيك  براى هر 
چندضلعى شبكه اى دلخواه برقرار است. زيرا ثابت مى شود كه هر 

چندضلعى شبكه اى را مى توان مثلث  بندى كرد.

شكل 26

فرض كنيــم k تعداد نقطه هــاى شــبكه اى روى مرز دو 
چندضلعى باشد. ســعى مى كنيم رابطه اى بين تعداد نقطه هاى 
شبكه اى درونى و همچنين تعداد نقطه هاى مرزى شبكه اى دو 

چندضلعى P1 و P2 با چندضلعى P پيدا كنيم.

P p pi i i k= + + −
1 2

p و  2 p pb b b k= + − +
1 2

2 2

p p
P P P p p

p
p

p

b b
s s s i i

b k
i k

bp i

+
= + = + + −

+ −
= + − + −

= + −

1 2
1 2 1 2

2
2

2 2
2 2

2

1
2

اثبات 2.
اثبات قضية پيك با به كاربردن اندازة زاويه هاى درونى 

مثلث ها
اين اثبات زيبا براساس محاسبة مجموع اندازه هاى زاويه هاى 
درونى مثلث هاى مقدماتى به دو روش است. در اين اثبات نيز از 

دو ويژگى كه قبلاً بيان كرديم استفاده مى كنيم:
1. هر چندضلعى شبكه اى را مى توانيم به تعداد متناهى مثلث 

مقدماتى مثلث بندى كنيم.
1 است.

2
2. مساحت هر مثلث مقدماتى 

فرض كنيم يك چندضلعى شبكه اى دلخواه را به n مثلث 
مقدماتى مثلث بندى كرده ايم. مجمــوع اندازه هاى زاويه هاى 
درونــى  اين n مثلث مقدماتى برابر 180n  اســت. اكنون به 

يكى از كاربردهاى قضية پيك محاسبة 
مساحت شكل هاى نامنظم هندسى 

است كه آن ها را با هر تقريب دلخواه 
مى توانيم محاسبه كنيم
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روش ديگرى مجمــوع اندازه هاى زاويه هــاى اين مثلث هاى 
مقدماتى را محاسبه مى كنيم.

180n شود. در نتيجه؛ 
n i b= + −180 360 180 360

n اما اگر S مســاحت اين چندضلعى  i b= + −2 پــس: 2
.S n=

1
2

شبكه اى باشد، آن گاه داريم:
bS  كه به فرمول پيك مى رسيم. n i= = + −

1 1
2 2 بنابراين:  

رابطة اويلر و قضية پيك4
قضية پيك مى تواند يك نتيجة كلاسيك فرمول اويلر باشد. 
ســاده ترين فرم شهودى فرمول اويلر در مورد چندوجهى هاست 
اگــر تعداد رأس ها در چند وجهى هاى رســم شــده v، تعداد 
وجه ها برابر F و تعداد يال ها برابر L باشد، مشاهده مى كنيد كه:  

V F L+ = + 2.

..
.

. .

...

..

.

..
.

. .

..
.

341

2

5

6

6

شكل 28

شكل 29

شكل 30

فرض كنيم i تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى و b  تعداد 
نقطه هاى شــبكه اى مرزى اين چندضلعى شبكه اى باشد. در 
تمــام رأس هاى اين مثلث هاى مقدماتى كه درون چندضلعى 
واقع اند، مجمــوع اندازه  هاى زاويه ها برابر i 360 اســت. تمام 
ضلع هاى چندضلعــى را در يك جهت امتــداد مى دهيم. در 
رأس هايى از اين مثلث ها كه روى نقطه هاى شــبكه اى مرزى 
هستند، مجموع اندازه هاى زاويه ها 360 ـ 180b است. در هر 
رأس كه رأس چندضلعى نباشد، مجموع در هر يك 180 است. 
چرا؟ و اگر اين رأس، رأس چندضلعى نباشد، اندازه در هر يك 
i+α180 اگر چندضلعى محدب باشــد، همواره i−α180 يا 

يك زاوية خارجى آن است. در نتيجه  iα است كه هر  i−α180

 . b b− α = −∑ 1180 180 360 مجموع اندازه ها برابر است با: 
اگر چندضلعى محدب نباشد، زاوية خارجى تعريف نمى شود. 
iα را جهت دار در نظر  به همين دليل زاويه هاى داراى اندازة  
مى گيريم كه مجموع اندازه ها با توجه به مقادير مثبت و منفى 
iα مانند آن است كه روى  =∑ برابر 360 است؛ يعنى: 360
يك دايره گاهى به جلو و گاهى به عقب حركت مى كنيم. اما در 

كل يك دور كامل دايره را كه 360 است، مى پيمايم.
بنابراين، مجموع اندازه هاى زاويه هاى درونى اين n مثلث، 
i اســت كه بايد برابــر همين مقدار  b+ −360 180 360 برابر 

a8

a3

a4

a5

a6

a1180-a8 180-a1180
180+a2

180+a7
180-a4

180-a3

180360
180-a6

180-a5

360

a5

a6

a4

a3

a2

a1
360

180

180

شكل 27

اما صورت كلى تر در مورد گراف هاى همبند و مسطح است. 
گراف هايى را كــه بين هر دو رأس  آن ها مســيرى وجود دارد، 
همبنــد،  مى نامند، و هرگاه  هيچ يالى، يال هاى ديگر را به جز در 
رأس ها قطع نكرده باشــد، «مسطح» مى نامند. رأس ها و يال ها 
مشخص اند، اما منظور از وجه، ناحيه هايى از صفحه  هستند كه 
توسط يال ها جدا مى شوند و يك وجه كه در شكل 30 با شمارة 
6 نشــان داده شده، يك ناحية نامتناهى اســت. در اين گراف؛ 

F ,V ,L= = =6 8 12
F V L+ = + بنابراين:    2

اثبات3. اثباتى از قضية پيك به كمك رابطة اويلر
فرض كنيم يك ناحية چندضلعى شبكه اى را به مثلث هاى 
مقدماتى تبديل كرده باشــيم. اين فرم مثلث  بندى را به عنوان 
يك گراف همبند مســطح در نظــر مى گيريم. رأس هاى اين 
گراف همان رأس هاى مثلث هاى مقدماتى هســتند. بنابراين 
اين ناحيه هاى مثلث هــاى مقدماتى، ناحية درون چندضلعى 
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شــبكه اى را به 1 ـ F ناحية متناهى تقسيم مى كنند. (ناحية 
نامتناهــى را كــم كرده ايــم). بنابراين مســاحت ناحية اين 
S (مساحت هر مثلث  (F )= −

1 1
2

چندضلعى برابر اســت با:  
1 اســت) . ضلع هاى مثلث هاى مقدماتى يال هاى 

2
مقدماتى 

اين گراف هستند: هر كدام كه درون چندضلعى هستند، ضلع  
دو مثلــث و هر كدام كه روى مرز چندضلعى هســتند، ضلع 
يك مثلث هســتند. بنابراين اگر e تعــداد ضلع هاى درونى و 
 b تعداد ضلع هاى مرزى در اين مثلث بندى باشــند. آن گاه b
برابر همان تعداد نقطه هاى مرزى چندضلعى شــبكه اى است. 
كه از آن نتيجه مى شــود:  (F ) e b− = +3 1 2 در نتيجه داريم:

(1). F (e F) B= − + +2 3 يا: F e b= + +3 2 3
توجه داشته باشيم كه ضلع هاى درونى، هر كدام دوبار شمرده 
شــده اند. اما ضلع هاى مرزى فقط يك بار در هر مثلث شــمرده 

شده اند.
بنابراين تعــداد ضلع هاى مرزى برابر همان تعداد نقطه هاى 
مرزى شبكه اى در چندضلعى شبكه اى هستند؛ يعنى برابر همان 

b هستند.
 همچنين تعداد رأس هاى گزاف مســطح مورد نظر، يعنى 
v، برابر تعداد نقطه هاى شــبكه اى مرزى و درونى از چندضلعى 

شبكه اى است.
در نتيجه:

V b i= +

اگر L تعداد تمام يال هاى گراف مسطح مورد نظر باشد. آن گاه 
اكنون كافى اســت رابطة اويلر را در مورد اين  L e b= + داريم: 

گراف مسطح به كار ببريم.
F V L F b i e b+ = + ⇒ + + = + +2 2

e اكنون از رابطة (1) داريم. F i− = در نتيجه: 2−
F (e F) b (i ) b i b= − + + = − + + = + −2 3 2 2 3 2 1

در نتيجه:
bS (F ) ( i b ) i= − = + − − = + −

1 11 2 1 1 1
2 2 2

كه همان فرمول پيك است.

در شــكل 31 دو چندضلعى شــبكه اى را كه يكى درون 
ديگرى اســت مشــاهده مى كنيد. فرض كنيــد مى خواهيم 
مساحت ناحية سايه زده، يعنى مساحت ناحية بين ناحيه هاى 
دو چندضلعى را محاســبه كنيم فكــر مى كنيد چگونه آن را 

محاسبه كنيم؟
شايد اولين فكرى كه به نظر برسد، اين باشد كه بگوييم: 
مساحت هاى دو ناحية چندضلعى را محاسبه و مساحت ناحية 
كوچك تــر را از مســاحت ناحية بزرگ تر كــم مى كنيم. اين 
روشى اســت كه به طور طبيعى به ذهن مى رسد. فرض كنيم 
مساحت هاى چندضلعى هاى شبكه اى بزرگ تر و كوچك تر به 
ترتيب S1 و S2 و مساحت ناحية بين آن دو S باشد. با استفاده 

از قضية پيك داريم:
b b

S S S i i

b b
i i

   = − = + − − + −   
   

− −
= + − = + − =

1 2
1 2 1 2

1
1 2

1 1
2 2

2 13 8 4121 3
2 2 2

b١ و b2 بــه ترتيــب تعــداد نقطه هــاى شــبكه اى مرزى 

 i2 , , i1چندضلعى هاى بزرگ تــر و كوچك تر و به همين ترتيب
تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى آن ها هستند.

مى خواهيم ببينيم آيا با روش ديگرى مســتقيماً مى توانيم 
آن را محاســبه كنيم؟ روشى كه در آن فقط از تعداد نقطه هاى 

شبكه اى مرزى و درونى ناحية سايه زده استفاده شود؟
فرض كنيم براى ناحية ســايه زده تعداد نقطه هاى شبكه اى 
مرزى b و تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى آن i باشد واضح است 

          . b b b= +1 2 كه: 
اكنون تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى آن، يعنى i را چگونه 

محاسبه مى كنيم؟
i درســت اســت؟ بنابرايــن:  i b i= + +1 2 2 آيــا رابطــة

.  i i i b− = +1 2 2

واضح است كه تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى چندضلعى 
بزرگ تر برابر مجموع تعداد نقطه هاى شــبكه اى درونى ناحية 

شكل 31

قضية پيك و ناحية چندضلعى حفره دار قضية پيك كه به اذعان رياضى دان ها خود 
قضيه اى زيبا و شگفت انگيز است. روشى ساده 
براى محاسبة مساحت چندضلعى شبكه اى بر 

حسب تعداد نقطه هاى مرزى شبكه اى (b) و 
تعداد نقطه هاى درونى شبكه اى (i) ارائه مى دهد 

كه فرمولى ارزشمند در هندسة مقدماتى است
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سايه زده و ناحية كوچك تر و تعداد نقطه هاى شبكه اى مرزى 
برحسب  s s s= −1 2 ناحية كوچك تر است. اكنون اگر بتوانيم 
b و i، يعنى تعداد نقطه هاى شــبكه اى درونى و مرزى ناحية 

سايه زده بنويسيم، به هدف اصلى رسيده ايم:

b b
S S S i i

b b b b
i i i

b i

   = − = + − − + −   
   

− +
= + − = +

= +

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 1
2 2

2 2

2
. bS i= +

2
بنابراين:   

 S = + =
21 4110
2 2

مثال قبلى را با اين فرمول حل مى كنيم: 
.

دقت كنيم. از مقايسة آن با فرمول  bS i= +
2

اگر به رابطة 
پيك براى چندضلعى ها، مشاهده مى كنيم كه به نظر مى رسد 
عدد 1- حذف شده است. اگر اين روند را براى يك چندضلعى 
 . bS i= + +1

2
بــا دو حفره انجام دهيم، مشــاهده مى كنيم:  

به طور كلى: اگر چندضلعى داراى m حفره باشد، آن گاه داريم: 
. در حالت m=0، يعنى وقتى هيچ حفره اى  bS i m= + − +1

نداشته باشــيم، به همان قضية اصلى پيك مى رسيم بنابراين 2
قضية كلى زير را داريم:

اگــر m چندضلعى شــبكه اى كه هيچ نقطــه يا ناحية 
مشترك نداشته باشند. به عنوانm حفره درون يك چندضلعى 
شــبكه اى مفروض باشــند، در اين صورت مســاحت ناحية 

bS i m= + − +1
2

باقى مانده درون اين چنــد ضلعى برابر،  
است.كه در آن i تعداد نقطه هاى شبكه اى درون اين ناحيه و 
b تعداد نقطه هاى مرزى روى همة چندضلعى هاست كه برابر 
با همان تعداد نقطه هاى شــبكه اى روى مرزهاى ناحية مورد 

نظر است.
فرض كنيــم،S 0 مســاحت ناحية چندضلعى شــبكه اى، 
S مســاحت هر ناحية چندضلعى حفره اى و S مساحت ناحية 

J

باقى مانده (بدون حفره) باشد، آن گاه.

(1)

m m
j

j j
j j

m
j

j
j

bbS S S i i

bb i m i

= =

=

 
= − = + − − + − 

 

 
= + − + − + 

 

∑ ∑

∑

0
0 0

1 1

0
0

1

1 1
2 2

1
2 2

 i تعداد نقطه هاى شــبكه اى مرزى ناحية باقى مانده و b  اگر

تعداد نقطه هاى شبكه اى درونى آن باشد، آن گاه:
m

j
j

m

j j
j

b b b

i i (i b )

=

=

= +

= − +

∑

∑

0
0

0
1

چرا؟ توجه داشته باشيم كه تعداد نقطه هاى شبكه اى مرزى 
اين m حفره براى چندضلعى شبكه اى اصلى نقطه هاى شبكه اى 

درونى هستند.
بنابراين از (1) و (2) و (3) داريم:

مثال:

m m m m

j j j j j
j j j j

S b b i (i b ) m b i

b i m

= = = =

 
= − + + + − + − −  

 

= + − +

∑ ∑ ∑ ∑
0 1 1 1

1 11
2 2

1
2

مساحت ناحية سايه زده را محاسبه كنيد.
پاسخ:

دو حفره داريم، پس: b=33 ،m =2 و i =4. در نتيجه: 

S = + − + =
33 434 1 2
2 2

پى نوشت ها
1.Hugo Steinhaus
2. Boundary Points
3. Interior Points

4. Euler's formula
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